Reformatus Iskolak XXVIII. Orszagos Matematikaversenye, 2020

— 11. évfolyam, megoldokulcs —

(1) A szazzal oszthat6 szamok néggyel és huszondttel is oszthatdak, igy ezek nem befolyésol-
jék a szoébanforgd halmazok egymdshoz valé nagysdgrendi viszonyat.

2 pont
Az adott jegyekbdl néggyel oszthatd, de huszonottel nem oszthaté szam csakis hiszra vég-

z6dhet. Ugyanigy, huszonoéttel oszthatd, de néggyel nem oszthaté csakis huszondtre vég-
zddhet.

2+2 pont

E szdmok kozoétt péarositdst kapunk, ha a végzddéseket folcseréljiikk. Vagyis, a vizsgalt
halmazok elemszdma megegyezik.

2 pont

Osszesen: 8 pont

Megjegyzés. A helyes vdlaszt kombinatorikai titon, kozvetlen szdamolds iitjdan is megkaphat-
juk. A kozos szdmossdg: 5 - 62°* - 2. (Pontozds: 3+2+3 pont)

(2) Mdsként fogalmazva az a feladat, hogy keressiik meg az 2% + y?> = 22 egyenletnek eleget
tevé x > y > z primeket.

2 pont

Nyilvan z és y paritdsa nem lehet egyforma, igy sziikségképpen z = 2 teljesiil.
2 pont

Tehdt 4 = 2% — y*> = (v — y)(x + y), ami csak dgy teljesiilhet, haz +y =4ésx —y = 1.
Ez azonban lehetetlen, hiszen ebbdl 22 = 5 adddik, ami nem ad egész megoldast.

6 pont

Osszesen: 10 pont

Az x — y = 1 azonossdg paritdsvizsgdlat nélkiil is megkaphato. Mivel x és y primek, ezért
ez csak tigy lehetséges, ha © = 3 és y = 2. Azonban ekkor z*> = 5, ami azt mutatja, hogy
nincs ilyen hdaromszog. (Pontozds: 4+4+2 pont)

(3) Tekintsiik azt a csaladot, melynek mindegyik tagja tartalmazza a nullat. Ez olyan metsz6
csalad, melynek tagszdma 2". Vagyis a legnagyobb tagszamu metszd csalad tagszama
legalabb ennyi.

6 pont

Masrészt, egy halmaz €s a komplementere egyszerre nem tartozhat metsz6 csaladhoz. Mi-
vel a részhalmazok szdma 27!, ezért egy metszd csaldd legfeljebb fele ennyi tagbdl 4llhat.
Tehat a legnagyobb elemszdm egy metsz6 csalad esetén 2™.

6 pont
Osszesen: 12 pont



(4) A paraméterek valasztdsdbol adéddéan mindegyik logaritmus szigordan monoton novd,
ezért a szdmtani-mértani kozepek kozti egyenlbtlenség szerint

b b
log, (j) + log, (c;a) + log,. (a;— ) > log, Vbe + log, v/ca + log, Vab.

2
4+4 pont
A logaritmus azonossagait folhaszndlva, ez utébbi 6sszeg az aldbbi médon is felirhaté:

log, b+ log,a log,c+log.b log.a+log,c
2 * 2 * 2 '

2 pont

A szamlédlokban szereplé Osszeadandok egymds reciprokai, igy értékiik legaldbb kettd,
szintén a szamtani-mértani kozepek kozti egyenlStlenség miatt. Igy épp a kivant becs-
1éshez jutunk.

4 pont
Osszesen: 14 pont

(5) Legyen a koriilirt kor sugara R, a beirté pedig r. A szerkesztés 1épései:
(a) Folvesziink egy R sugaru kort és ennek tetszéleges atmérdjét.
(b) Az atmér6 valamelyik oldaldn azzal parhuzamost hizunk r tdvolsagban.
(c) Ugyanezen az oldalon folvessziik az 4tmér6 135° fokos 14tékorivét.
(d) A parhuzamos és a 14tokor egyik metsz€spontjét valasztjuk a beirt kor kozéppontjanak.
(e) Az atmérd végpontjaibdl érintdket hizva e korhoz, kijeloljiik a derékszogl csicsot.

5 pont

A szerkesztés 1€péseibdl vildgos, hogy a kapott haromszog beirt korének sugara 7.

2 pont
Tovabbad, a (d) 1épésbeli érintSk atmérdvel bezart szogeinek sszege 2(180° — 135°) = 90°
fokos a (c) pont miatt. Ez€rt a szerkesztés derékszogli haromszoget eredményez. Azonban

ez esetben a derékszogl csucs a Thalesz-tétel értelmében illeszkedik az (a) pontbeli korre.
Vagyis, a koriilirt kor sugara R.

5 pont
A szerkeszthet6ség feltétele, hogy a (c) 1épésbeli 1atokor messe a (b) 1€pés egyenesét. Ez
akkor 4ll, ha a 14t6kor legtavolabbi pontja az 4tmérdtdl legaldbb r. Vagyis,
Rtan22.5° > r.

4 pont
Osszesen: 16 pont



