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Megoldas — 9. évfolyam

1. A konnyebb attekinthetdség érdekében foglaljuk tablazatba az allitasokat!

Tanulok Elso allitas Masodik allitas
Adél D2 A3
Bori Bl C2
Cintia C3 B5
Doéri D2 E4
Edit E4 Al

A D2 ¢és az E4 allitasok egynél tobbszor fordulnak eld, ezért célszerti valamelyikiikkel
kezdeni a vizsgalatot.

2 pont
Induljunk ki D2-bél.
a) Ha D2 igaz, akkor Adél illetve Dori masik allitdsa hamis:

Tanulok Elso allitas Masodik allitas
Adél D2=i A3=h

Bori Bl C2

Cintia C3 B5

Doéri D2=i E4=h

Edit E4=h Al

Ha E4 hamis, akkor A1 igaz (Edit mésodik allitésa). Igy az els6 két helyen Adél és Doéri all.
Ez viszont azt jelenti, hogy Bori mindkét allitdsa hamis. Ez a feladat feltétele szerint nem
lehetséges, tehat a D2 allitas nem lehet igaz.

2 pont
b) Ha D2 hamis, akkor Adél és Dori masik allitasa igaz:

Tanulok Elso allitas Masodik allitas

Adél D2=h A3=i

Bori Bl C2

Cintia C3 B5

Dori D2=h E4=i

Edit E4=i Al

Ha E4 igaz, akkor Al hamis (Edit masodik 4llitasa). Igy a harmadik helyen Adél, a negyedik
helyen Edit all. Ekkor Cintia elsé allitasa (C3) hamis, vagyis BS igaz, ami azt jelenti, hogy
Bort lett az 6todik.
Ebbdl kovetkezik, hogy Bori masodik éllitasa igaz, azaz Cintia a masodik helyezett.
A fentiek alapjan az elsé Dori lett, vagyis a sorrend:
Doéri, Cintia, Adél, Edit, Bori.

2 pont
Nem vizsgaltuk még Cintia két allitdsat. A megallapitott sorrend alapjan az els¢ allitasa
hamis, a méasodik igaz, vagyis a fenti sorrend a feltételek mindegyikének megfelel.

2 pont

Megjegyzés: Mas gondolatmenettel is el lehet jutni a megoldashoz. Amennyiben a versenyzd
a helyes sorrendet indoklés nélkiil kdzli, maximum 4 pontot kaphat.



2. Jeldlje a a téglalap rovidebbik oldalat.

A B

C

A behajtas miatt (D-t tiikkroztiik a CG egyenesre) a CGF és CDG haromszogek egybevagok. A
két egybevagd haromszog megfeleld oldalai egyenld hosszusaguak, igy CD = CF = a.

3 pont
F rajta van a téglalap kozépvonalan, azaz a CD szakasz felezOmerdlegesén, igy egyenld
tavolsagra van C-t6l és D-tdl, vagyis CF = DF = a.

3 pont
Ezzel belattuk, hogy a CDF haromszog egyenlo oldald, tehat minden szdge 60°.

1 pont
A C-nél 1évo 60°-0s szoget a CG hajtasvonal felezi, azaz két darab 30° —os szog keletkezik.

1 pont

Mindebbdl az kovetkezik, hogy CG hajtasvonal a C csucsndl 1évo 90°-os szdget harmadolja,
azaz 2:1 aranyban (egy 60° és egy 30°-0s szogre) osztja fel.

2 pont
Megjegyzés: Amennyiben a versenyz0 egy lapon helyesen elvégzi a hajtogatast, de
tovabblépni nem tud, 2 pontot kap. Ugyancsak 2 pontot kaphat az, aki helyesen megallapitja a
végeredményt, de azt nem indokolja.



3. A kapott maradékokat kivonva a két szambol, 2016-ot és 1980-at kapunk.
Ennek a két szamnak a keresett osztd kdzos osztoja lesz.

4 pont
A két szam primtényezds felbontdsdval meghatarozzuk a legnagyobb k6zds osztojukat:
2016 =2%-32-7
1980 =2%2-3%2-5-11
A legnagyobb kozds osztod 22 - 32 = 36.

2 pont
A tobbi k6z0s 0sztdé mind osztdja a 36-nak. Mivel tudjuk, hogy a masodik osztasnal fellépd
maradék 22, a keresett kdzos osztonak 22-nél nagyobbnak kell lennie.
A 36 masodik legnagyobb osztdja a 18, ez kKisebb, mint 22, tehat a keresett ismeretlen osztd
36.

4 pont
Valéban, 2020 = 36 - 56 + 4 és 2002 = 36 - 55 + 22.

2 pont



4. A négyzetek sorozatdr6l megallapithaté, hogy barmely négyzet oldalanak hossza
megegyezik az el6z6 négyzet atlojaval.
4 pont
Pithagorasz tételét felhasznalva kapjuk, hogy az a oldalt négyzet atléja av/2.
2 pont
Ezt figyelembe véve a négyzetek oldalanak sorozata a legkisebb, egységnyi oldalu négyzetbol
kiindulva:

1;V2; 2;22;4;4V2; -

2 pont
A sorozat pératlan tagjai 2 egymast kovetd hatvanyai, igy a 19. tag 2°.
Innen a sorozat 20. tagja V2 - 2° cm.

2 pont
A négyzet koré irt kor sugara megegyezik atlojanak felével.

2 pont

VZ2oNZ _

A 20. négyzet koré ir kor sugara: 29 =512 cm.

2 pont



5. L megoldas:
Legyen a, b, ¢ és d harom egymast kovetd szdm a kor mentén. Tudjuk, hogy

a+b+c<19()ésa+b+c+d=25(2)
A (2) egyenl6tlenségben a + b + ¢ helyére 19-et irva, a baloldalt noveljiik:
19+d=a+b+c+d=25

Innen d > 6 addédik. Mivel a szamok egy kor mentén helyezkednek el, és a fenti
egyenl6tlenségek barmely harom illetve négy szdmra teljestilnek, kovetkezik, hogy mind a 11
szam legalabb 6.

4 pont
Vizsgaljuk meg, hogy milyen szdmok keriilhetnek egymas mellé:
Az (1) egyenl6tlenség miatt két 7-es (vagy mas, 6-ndl nagyobb szdm) nem keriilhet egy
szamharmasba, mert 2 -7 + 6 = 20 > 19. Tehat barmely két 7-es kozott lennie kell legalabb
két 6-osnak.

4 pont
A (2) egyenldtlenség miatt ugyanakkor azt is tudjuk, hogy négy 6-os sem lehet egymas
mellett, mert 4 - 6 = 24 < 25.
Vagyis a szamok ugy helyezkednek el a kor mentén, hogy két 7-es kozott két vagy harom 6-
os all.
Ha béarmely két 7-es kozott minden esetben két 6-os 4llna, akkor a 7—6—06
szamharmasoknak kellene ismétlddni, de ez nem lehetséges, mert a 11 nem oszthato 3-mal.
Tehat a szamok elrendezése olyan, hogy legalabb egy helyen két 7-es kdzott harom 6-os all.

4 pont
Induljunk ki egy ilyen szamotosbol (1. dbra). A 7-esek melletti két-két iires helyen a fentiek
miatt csak 6-osok allhatnak (2. abra). A fennmarado két helyre nem keriilhet sem két 6-0s
(mert akkor 6 db lenne egymas mellett), sem két 7-es. Vagyis az egyik szam 6, a masik 7. A
3. abra a kettd koziil az egyik esetet mutatja.
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3 pont
Igy a feltételeknek megfeleld 11 db szam Osszege csak
6+6+6+74+6+6+6+7+6+6+7 =069 lehet.
1 pont

Megjegyzés: Amennyiben a versenyzd probalgatassal megkapja ugyanezt az elrendezést, de
az indoklasa hianyzik, maximum 8 pontot kaphat.

II. megoldas:
Jeloljiik a 11 szdmot a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j, k-val és irjuk fel a feltételeknek eleget tevd
11 — 11 db egyenl6tlenséget:



b < 19 a+b+c+d = 25
Z“L +ccl s 1 b+c+d+e > 25
+ccl+ - 19 ct+d+e+f = 25
C+;+e PR d+e+f+g = 25
k+ta+b = 19 i+j+k+a > 25

Az egyenldtlenségeket dsszeadva:
3-(a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k)=209és
4-(a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k) <275 addodik, ahonnan azt kapjuk, hogy a
11 természetes szam Gsszege tobb, mint 68 és kevesebb, mint 70, vagyis 69.

8 pont
A szamok elhelyezkedésének megallapitasahoz az el6z6 megoldas elsé gondolatabol indulunk
ki:
Legyen a, b, ¢ és d harom egymast kovetd szdm a kor mentén. Tudjuk, hogy
a+b+c<19()ésa+b+c+d=25(2)
A (2) egyenlétlenségben a + b + ¢ helyére 19-et irva, a baloldalt noveljiik:

19+d>a+b+c+d=25

Innen d > 6 adodik. Mivel a szamok egy kor mentén helyezkednek el, és a fenti
egyenldtlenségek barmely harom illetve négy szamra teljesiilnek, kdvetkezik, hogy mind a 11
szam legalabb 6.

4 pont
Mivel az 6sszeg 69, és 11 db 6-0s szamjegy Osszege 66, kovetkezik, hogy a 6-0so0k mellett
lenni kell
a) 3 db 7-esnek
b) 1 db 7-esnek és 1 db 8-asnak
c) 1 db 9-esnek.
A b) és c) eset konnyen kizarhato, hiszen ekkor lenne olyan harom egymast kovetd szam,
melyek 6sszege legalabb 20 illetve 21.
A 3 db 7-es helyének megtalalasa esetvizsgalattal megvalosithato.

4 pont



